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Riassunto. Le funzioni semiconcave si presentano in modo naturale nello studio 
di problemi di minimizzazione. Tali funzioni non sono, in generale, differenziabili . 
nel loro dominio di definizione. Lo scopo di questo seminario è descrivere alcuni 
risultati riguardanti la struttura dell'insieme formato dai punti di non differen- 
ziabilità di una “generica” funzione semiconcava. Si mostrerà inoltre come tali 
risultati si applichino allo studio di problemi di controllo ottimo e di soluzioni di 
equazioni non-lineari del primo ordine. 


Singolarità di funzioni concave 


Sia 9 un sottoinsieme aperto e convesso di R” e sia u:2 + R una funzione con- 
cava. Poiché le funzioni concave sono localmente lipschitziane (si veda ad esempio 
[Fl]), allora, utilizzando il teorema di Rademacher, si ottiene che u è differenziabile 
quasi ovunque in %. 

Il principale oggetto di questo seminario è l’insieme dei punti di non differenzia- 


bilità di u. Tale insieme, che nel seguito indicheremo con il simbolo E(u), è detto 


l'insieme singolare per u ed i suoi elementi sono le singolarità di u. Da quanto 
appena richiamato si ha subito che 2(u) ha misura di Lebesgue zero. 
Prima di iniziare un’analisi più dettagliata della struttura dell’insieme singolare 
è opportuno introdurre due oggetti che appariranno ripetutamente nel seguito. 
L’insieme dei limiti di gradienti è definito come segue 


D'u(r):= {peR" :Q3zi iz, Du(zi) + p} (re). 


Osserviamo che, poiché u è differenziabile quasi ovunque in £, allora, per ogni 
reQ, Du) # 0. 

Il secondo oggetto è il superdifferenziale di u in x che (essendo u concava!) 
può essere semplicemente definito come l’involucro convesso di D*u(x), cioè 


D*u(x) = co D'u(x). 


Si ha quindi che D*u(x) è un insieme non vuoto compatto e convesso. È mostrato 
in [CS] che D*u(x) è contenuto nella frontiera topologica di D*u(x), cioè 


D*u(x) Cc 8D*u(x) Vre. 


L'interesse del superdifferenziale consiste nel fatto che esso rappresenta la naturale 
generalizzazione del gradiente nei punti in cui la funzione u non è differenziabile. 
Per chiarire il significato geometrico di tale nozione osserviamo che dire che D*u(z) 
è non vuoto significa dire che esiste un iperpiano che “tocca dall’alto” il grafico 
della funzione u nel punto (ro, v(z0)). Cioè, più il superdifferenziale è “grande” 
maggiore è il numero di iperpiani che “toccano dall’alto” il grafico di u. Nel caso 
in cui u è differenziabile in x lo spazio tangente è il solo iperpiano con questa 
proprietà, cioè se ro é Z(u) allora Dtu(z0) = {Du(zo)}. 
Vale la seguente (a questo punto ovvia) caratterizzazione: 


to € Z(u) seesolose dimD’ulzoQ) >1.! 


l Ricordiamo che la dimensione di un insieme convesso è la dimensione del più piccolo 
iperpiano affine che lo contiene. i 
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Risulta piuttosto naturale decomporre l’insieme singolare in sottoinsiemi “raggrup- 
pando” i punti in cui u ha superdifferenziale di dimensione costante. Più precisa- 
mente, per k € {1,---, n}, definiamo 


LA(u) := {r € Q : dimD+u(ro) = k} 


si ha quindi che 
D(u) = Up1E*(u). 


Rettificabilità di Y(u) 


Data u concava, un primo tipo di informazione che si può provare ad ottenere 
sull’insieme Y(u) è trovare delle “stime dall’alto”. In altre parole, si può provare a 
misurare quanto tale insieme può essere “grande”. Si è già visto che tale insieme 
ha misura di Lebesgue zero, possono però essere dati risultati più fini. Cominciano 
con una definizione. 

Un sottoinsieme S C R” si dice v-rettificabile se S C f(R”), per una qualche 
mappa lipschitziana f : R” + R” (per convenzione S è O-rettificabile se S è un 
singoletto). Più in generale, diremo che S è numerabilmente v-rettificabile, v € 
{0,...,n}, se S= U;S; per una qualche famiglia {Si}ien di insiemi v-rettificabili. 
Ricordiamo che, per ogni numero reale v € [0, n], la misura di Hausdorff v- 
dimensionale di S è definita da 


00 (ee) 
H'(S):= 55 supinf { Y (diam(5,))* :SCU 5; diam(8;) < 3}, 
d>0 j=0 j=0 


con da 
2 


DIE: 
P(4+1) 


Inoltre, la dimensione di Hausdorff di S è definita da 


+00 
dp = e ot) = J e*s!71ds. 
0 


H-dimS=inf{v>0:#H"(5S)=0}. 


Il principale risultato di rettificabilità di Z(u) (nel caso di u concava) è dovuto 
a Zajitek (si veda il lavoro [Z]). Il risultato di Zajitek è ottenuto in un contesto 
più generale di quello considerato in questo seminario (vale a dire è formulato per 
funzioni concave definite su spazi di Banach infinito dimensionali). Tale risultato 
può essere enunciato come segue. 


Teorema [di rettificabilità |. Sia u: 9 + R concava e sia k € {1} .n}. 
Allora X*(u) è numerabilmente n — k rettificabile. In particolare, Z(u) risulta 
essere numerabilmente n — 1 rettificabile quindi H-dim Z(u)<n-1. 


Osservazione. È facile vedere che la precedente stima dall'alto è ottimale. Basta 
infatti considerare in R? la funzione u(x,y) = —|x| ed osservare che in questo caso 


L(u)= {0} x R. 


Stime dal basso per X(u) 


Una prospettiva in un certo senso opposta alla precedente consiste nel ricercare 
stime “dal basso” per l’insieme singolare. In altre parole ci si può porre la seguente 
domanda: ci sono delle condizioni che assicurano che un punto assegnato rg € L(u) 
appartenga ad una componente connessa di Z(u) di dimensione v > 1? In questo 
caso, diremo che la singolarità in xo si propaga lungo un insieme di dimensione 
v. Questo problema fu studiato da Cannarsa e Soner [CS] nel caso di soluzioni 
di viscosità semiconcave di un’equazione di Hamilton-Jatobi-Bellman e da Am- 
brosio, Cannarsa e Soner in [ACS] nel caso di funzioni semiconcave con modulo 
generalizzato. In [CS], gli autori mostrarono che le singolarità si propagano lungo 
successioni di punti. In [ACS] furono trovate delle condizioni che permettono 
di ottenere delle stime della dimensione di Hausdorff dell’insieme singolare in un 
intorno del punto xo € L(u). Tali condizioni sono espresse usando il superdifferen- 
ziale D*u(ro). I risultati provati in [ACS] lasciavano aperti almeno due problemi. 
Prima di tutto non escludevano che la componente connessa di L(u) contenente 
xo si riduca al solo {ro}. Inoltre, si assumeva come ipotesi dim D*u(zo) < n. Una 
completa risposta ai problemi precedenti è fornita dal prossimo risultato (per la 
dimostrazione si veda [AC2]). 


Teorema [di propagazione lungo archi]. Siau:9+ R concava e sia ro €Q 
tale che 


0D*u(xo) \D*u(xzo) #0. (1) 


Allora per ogni po € dD+u(x0)\D*u(z0) e per ogni 0 appartenente al cono normale 
a D*u(zo) in po, Np+u(z0)(Po) = {a € R" : (g,p— po) <OVp € Dtu(zo)}, esiste 
un arco lipschitziano x(-) : [0,1] + X(u) tale che 


s_+0+ s 


Inoltre esiste $ > 0 tale che, per ogni s € [0,1], diam Dtu(z(s)) > é e x(s) # ro 
per ogni s € (0, 1]. 


In un certo senso il precedente enunciato non è completo nel senso che, come chiari- 
to dal seguente esempio, ci si aspetta che possano esserci fenomeni di propagazione 
di singolarità lungo insiemi di dimensione maggiore di 1. 


Esempio. Si consideri la funzione concava 
u(x) = —|zg| x =(x1,12,13) € RÌ. 
È immediato vedere che l’insieme singolare di u è il piano bidimensionale 
L(u)={r € R':z3=0}. 


Ma, applicando il teorema precedente otterremmo solo l’esistenza di un arco lips- 
chitziano singolare passante per il punto 0. 


Il prossimo risultato chiarisce che anche la precedente situazione può essere de- 
scritta (per la dimostrazione si veda [AC2]). 
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Teorema [di propagazione]. Siano u:9 + R concava ed xo € L un punto 
singolare per u. Supponiamo che 


0D*u(r0) \ D*u(c0) #0 
Fissato po € 0D*u(r0) \ D*u(ro), definiamo 
v:= dim Np+u(z0) (Po) - 
Allora esiste un numero positivo o > 0 ed una mappa lipschitziana 
f: Np+u(z0)(Po)N Be + Eu) 
tali che 


f(g)=z0-g+]|glh(g) con h(g) +0 per Np+xx)NBo(0)39g-+0 


lim infr"*H" (f(Np+u(z0) (Po) NBs)NBr(zo)) > 0. 


Osserviamo che nel precedente risultato la stima della densità di Hausdorff in zo 
dell'immagine di f è cruciale. E infatti-da tale stima che si ottiene che il fenomeno 
di propagazione avviene effettivamente lungo un insieme di dimensione v. 


Funzioni semiconcave 


I risultati descritti nella sezione precedente valgono (senza alcuna modifica) anche 
per una classe di funzioni più ampia di quella delle funzioni concave. Iniziamo con 
alcune definizioni. 

Dato A C R”, una funzione u : A + R si dice semiconcava se esiste una 
costante C' € R tale che 


tu(c1)+(1-t)u(zo) — u(ta1 +(1- t)z0) < Ct(1-t)|z1— zol? vie(0,1) (2) 


per ogni zo, T1 € A tali che il segmento [zo, 71] sia incluso in A. Una tale costante 
C è una costante di semiconcavità per u in A. 


Osservazioni. 

(i) È chiaro che le funzioni semiconcave sono una generalizzazione delle funzioni 
concave. Infatti se A è convesso e C' < 0 allora (2) è la definizione di funzione 
concava in A. 

(iî) Talvolta ci si riferisce ad una funzione soddisfacente alla disuguaglianza (2) 
come ad una funzione con modulo di semiconcavità lineare. Più in generale si 
potrebbe prendere come definizione di semiconcavità una disuguaglianza del tipo 


tu(z1)+(1-t)u(z0)-u(tr1+(1-t)z0) <t(1-t)|z1-zo|w(|r1-z0o]) Vi € [0,1] 

(3) 
per un opportuno modulo di continuità w(-). C'i si riferirà ad una funzione sod- 
disfacente (3) come ad una funzione con modulo di semiconcavità generalizzato. 
Risultati di rettificabilità e di propagazione di singolarità valgono anche per fun- 
zioni semiconcave con modulo generalizzato (si vedano ad esempio [AC1] per la 
rettificabilità ed [A1] per la propagazione). Osserviamo inoltre che tale estensione 
della classe delle funzioni semiconave è indotta dall’analisi della regolarità della 
funzione valore (associata ad alcuni problemi di controllo ottimo) per la quale la 
semiconcavità con modulo lineare risulta essere troppo restrittiva. 


Si può mostrare che (se A è convesso) 
u è semiconcava in A = TH u(2) — Cz]? è concava in A. 


In altre parole, una funzione semiconcava è la somma di una funzione concava con 
un polinomio quadratico. In completa analogia con il caso delle funzioni concave 
le nozioni di superdifferenziale e di insieme dei limiti di gradienti si estendono 
alle funzioni semiconcave. Inoltre, i risultati sull’insieme singolare enunciati per 
funzioni concave valgono (senza alcuna modifica) anche per funzioni semiconcave. 


Osservazione. C' si può chiedere se per tutte le funzioni u che soddisfano (3) 
con w(-) =|-|%, per un certo a €]0, 1[, si ha che u si rappresenta come somma di 
una funzione concava con una funzione con derivata prima hòlderiana di esponente 
a (in questo modo lo studio dell’insieme dei punti di non-differenziabilità di una 
funzione semiconcava con modulo generalizzato si ridurrebbe a quello di una fun- 


zione concava). Si può mostrare che la precedente riduzione è, în generale, falsa. 


È utile estendere la precedente classe di funzioni introducendo le funzioni local- 
mente semiconcave. Più precisamente, sia  C R” un sottoinsieme aperto. Una 
funzione u : 2 + R si dice localmente semiconcava in Q se u è semiconcava in 
tutti i sottoinsiemi compatti di N. Denoteremo con il simbolo SC(9) l'insieme di 
tutte le funzioni localmente semiconcave definite su N. Le funzioni semiconcave 
si presentano in modo naturale nello studio di problemi di minimizzazione. Per 
chiarire questo fatto consideriamo un esempio elementare. 


Esempio. Sia A(x) una famiglia di matrici simmetriche k x k dipendenti con 
regolarità C? dal parametro x che varia su un insieme compatto e convesso di R” 
(non è richiesta alcuna relazione tra i numeri naturali k ed n). Consideriamo 
quindi l’autovalore minimo di A(x), cioè 


X (e) = min(A(2)6,6) 


(dove (-,-) denota l’usuale prodotto scalare in Rf). Quello che si ha in generale 
è che, pur essendo i coefficienti di A regolari in x, l’autovalore minimo perde 
regolarità . Si consideri ad esempio per k = 2 ed n= 1 la matrice 


s=(5 5) 


per la quale si ha \1(x) = —|x|. Tuttavia, in generale, l’autovalore minimo A;(:) 
è una funzione semiconcava. 
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La funzione distanza 


Per chiarire la relazione tra le funzioni semiconcave e la teoria dei controlli de- 
scriviamo ora un semplice problema di controllo ottimo. Consideriamo in R" il 
sistema di controllo (talvolta detto equazione di stato) 


{ y(t)=u(t)  t>0 
y(0)=x 


dove u(-) : [0,+00[+ B1(0) è una generica funzione misurabile (detta controllo) a 
valori nella palla chiusa di raggio 1 e centro 0. Tale funzione può essere scelta dal 
“controllore” in modo da raggiungere un determinato obiettivo. Denotiamo con 
y© la soluzione dell’equazione di stato che parte dal punto x con controllo u e 
con 7 l’insieme di tutti i controlli. 

Dato S un sottoinsieme chiuso e non vuoto di R”, consideriamo il seguente 
problema: fissato x € R” \ S trovare il controllo u in modo che y°“ raggiunga 
l'insieme S nel minor tempo possibile. 

Un controllo che permette di raggiungere il precedente obiettivo è detto un 
controllo ottimo e la corrispondente traiettoria y” è una traiettoria ottima. Il 
precedente problema è detto problema di tempo minimo. Un importante oggetto 
dal quale si possono ottenere molte informazioni sul problema di controllo è la 


funzione valore: 
T(x):=infft>0: y°*() € S, uel} 


(in questo caso la funzione valore è detta funzione tempo minimo). È facile vedere 
che se T è differenziabile in x € R” \ S allora il controllo ottimo per x è dato da 
-DT(z). 

In generale la funzione valore non è differenziabile tuttavia, in molti problemi 
di controllo ottimo, risulta essere semiconcava. 

Nel problema che stiamo considerando il tempo minimo coincide con la funzione 
distanza (euclidea) dall’insieme S, cioè 


T(x) = ds(x):= min{||r-y|:y€S}. 


È interessante osservare che la funzione distanza è (banalmente) lipschitziana 
inoltre ds € SC(R” \ 5) ma, in generale, non è differenziabile. Più precisamente, 
vale la seguente caratterizzazione: 

x € R”\S è un punto di differenziabilità per ds se e solo se esiste un unico 
elemento y € S tale che ds(2) = ||y- ||- 

Tale enunciato può essere reso in modo più suggestivo dicendo che 

x € E(T) se e solo se esistono più traiettorie ottime passanti per x. 

Si ha così un’interpretazione dal punto di vista della teoria dei controlli di 
che cosa sia una singolarità. Nel caso della funzione distanza la condizione (1) 
è necessaria e sufficiente per avere propagazione di singolarità. Vale infatti il 
seguente risultato. 
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Teorema. Sia S C R” un insieme chiuso e non vuoto. Allora x è un punto 
isolato di 2(ds) se e solo se 


0D+ds(x) = D'ds(x). 


Il precedente risultato è stato dimostrato nel caso di n = 2 da Motzkin in [M] e 
successivamente esteso al caso di spazi di Hilbert in [WF]. 


Equazioni non-lineari del primo ordine 


Consideriamo ora un’equazione non-lineare alle derivate parziali del primo ordine 
della forma 


F(z,u(x), Du(r)) =0 quasi ovunque in a. (4) 


dove 2 C R è fissato. 

Il metodo delle caratteristiche permette di costruire soluzioni di classe C° di (4). 
È d’altra parte noto che, in generale, (4) non ammette soluzioni globali regolari. 
AI fine di ottenere risultati di esistenza ed unicità globali per soluzioni di (4) si 
sono cercate delle opportune nozioni di soluzione debole: le soluzioni semiconcave 
(si veda ad esempio [Do], [K] ed [L]), le soluzioni di viscosità (si veda ad esempio 
[CEL] e [CL]) e le soluzioni di minimax (si veda [Su]). 

Per chiarire il tipo di problematica e la sua relazione con la teoria dei controlli 
consideriamo un semplice esempio. 


Esempio. Consideriamo nuovamente il problema del tempo minimo per n = 1 
ed S= {-1,1}. In questo caso si ha che 


T(x)=1- |] per x€[-1,1]. 
È immediato riconoscere che T risolve la seguente equazione di Hamilton-Jacobi 


|u'(2)|=1 quasi ovunque in [1,1] 
u(-1)=u(1)=0. 


Ciò che si vorrebbe fare è poter caratterizzare T come 1 ‘unica soluzione (in un 
senso opportuno) della precedente equazione. È chiaro che la precedente equazione 
non ammette soluzioni classiche (questo segue dall ‘incompatibilità tra le condizioni 
omogenee di Dirichlet e l’equazione stessa). Esistono infinite funzioni che soddis- 
fano l’equazioni quasi ovunque e convergono uniformemente alla funzione iden- 
ticamente uguale a 0 (che non risolve l’equazione!). Si ha però che T è l’unica 
soluzione semiconcava di tale equazione. 


Tranne che per classi di problemi molto particolari, che possiedono soluzioni global- 
mente differenziabili, la maggiore regolarità che ci si può aspettare per una soluzione 
debole u di (4) è la semiconcavità. Tale proprietà vale in situazione piuttosto ge- 
nerali a patto che F(x,u, p) sia convessa rispetto a p. 

Data una soluzione semiconcava u di (4) consideriamo i due seguenti problemi: 
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(P1) trovare una condizione necessaria e sufficiente affinché una singolarità ro € 
X(u) si propaghi; 


(P2) trovare una dinamica che descriva la propagazione delle singolarità. 


Esistono in letteratura alcuni risultati piuttosto particolari riguardanti i prece- 
denti problemi. Ad esempio, per leggi di conservazione in una dimensione una 
soluzione completa dei problemi (P1) e (P2) è stata data da Dafermos in [D). Il 
caso della funzione distanza da un sottinsieme chiuso S C R è un altro esempio 
interessante. Essa (come già visto nel caso n = 1 e S = {--1,1}) è una soluzione 
semiconcava dell’equazione iconale. In questo caso, l’analisi del problema (P1) 
è già stata descritta nella precedente sezione. Mentre per il problema (P2) l’unico 
risultato noto era, a conoscenza di chi scrive, quello di Bartke e Berens (si veda 
[BB]) nello spazio euclideo bidimensionale. 

Supponiamo che F : x Rx R + R sia una funzione continua e che valgano 
le seguenti ipotesi: 


(A1) pt F(z,u,p) è convessa; 
(A2) per ogni (x,u) € N x Re per ogni po, pi € RV, 


(po, p:] C {pe RN : F(x,u,p)=0} == — po=p- 


L’ipotesi (A2) significa richiedere che l’insieme di livello 0 di F (rispetto a p) non 
contenga segmenti. Tale ipotesi è tipica quando si lavora con problemi genuina- 
mente non-lineari. È chiaro che (A2) è soddisfatta se, ad esempio, F è strettamente 
convessa rispetto a p. 


Osservazioni. £ facile vedere che, poiché F è continua, ogni soluzione semi- 
concava u di (4) soddisfa 


F(z,u(x),p)=0 Ype D'u(x) 
per ogni x € Q. Inoltre dalla convessità di F_si ha che 


F(z,u(c),p)<0 Vr €A VpeD*ulz). (5) 


Ricordiamo che la disuguaglianza (5) non è nient'altro che la definizione di sot- 
tosoluzione di viscosità dell'equazione (4). Inoltre, ogni soluzione semiconcava di 
(4) soddisfa 

F(x,u(x),p)>0 VreQ vVpeD'uz). (6) 


Infatti, se D-u(x) # 0 allora u è differenziabile in x. Le due disuguaglianze (5) 
ed (6) caratterizzano le soluzioni di viscosità. 

In altre parole, si è appena visto che se u è una soluzione quasi ovunque € 
semiconcava di (4) allora u è anche soluzione di viscosità della stessa equazione. 
Esistono risultati molto generali di esistenza, confronto e stabilità per soluzioni di 
viscosità . In tale contesto, ci si aspetta che le soluzioni di viscosità di equazioni 
con dati regolari siano semiconcave. 
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Il primo risultato che descriveremo mostra che la condizione (1) è necessaria e 
sufficiente per la propagazione di singolarità (si veda [AC4]). 


Teorema. Supponiamo che F soddisfi (A1) ed (A2), sia u € SC(9Q) una soluzione 
di (4) e sia ro € Z(u). Allora le seguenti proprietà sono equivalenti: 


(i) OD+u(z0o) \ D*u(x0) #0 


(ii) esiste una successione di punti x; € Z(u) \ {zo}, convergente ad xo, ed un 
numero ò > 0 tale che diam D+u(z;) > 6, per ogni i € N. 


Sorge ora naturale il seguente problema: come si può verificare se la condizione (1) 
è soddisfatta per una soluzione semiconcava di un’equazione data F(x,u, Du) = 0? 
Una risposta alla precedente domanda è fornita dal prossimo risultato (si veda 


[AC4]). 
Poniamo, per ogni 7 € Q, 


n: F(2, (2), p) 


= {peD'ule) : F(u(2),9)= min Fl,u(z).p)}. 


Proposizione. Supponiamo che F oltre a soddisfare (A1) ed (A2) sia anche 
differenziabile rispetto a p. Sia u € SC(Q) una soluzione di (4) e sia ro € A. 
Allora, 


in F(zo, ; () 
n. (zo, (o), p) # 


e, per ogni po € arg minpep+u(zo) F(To, Uto). P), 
(DpF(%o, u(To), p), p » Po) 20 Vp E D*u(xo) è 
Inoltre, 


ro € Z(u) — min F(x0,u(0),p) <0 (7). 
pED+u(z0) 


Quindi se ro è un punto singolare per u, allora 


” + * 
ef F(o, (to), p) C D*u(z0) \ D'ulzo) 


DpF(ro,u(z0),po) #0 = po AD*uzo)\ D'u(zo) 
dove po è un qualunque elemento di arg minpep+u(z0) F (To, U(To), p). 


La precedente proposizione ed il teorema di propagazione di singolarità lungo archi 
per funzioni semiconcave portano al seguente 


Teorema. Supponiamo che F oltre a soddisfare (A1) ed (A2) sia anche dif- 
ferenziabile rispetto a p. Sia u € SC(Q) una soluzione di (4), sia ro € E(u) e 
supponiamo che i 
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DpF(zo, (co), po) #0 per un certo po € arg _ min F(x0, (co), p). 
peD+u(zo) 


Allora, esiste un arco lipschitziano x(-) : [0,0] + (u), con x(0) = zo, ed un 
numero positivo Ò tali che 


s+0+ Ss 


diam (Dtu(z(s))) >d Vs € [0,0]. 
In particolare, x(s) # ro per s > 0 piccolo abbastanza. 


Il risultato successivo mostra che l’ ipotesi DpF(ro, (ro), po) # 0 (a meno di 
modificare F) è equivalente ad avere propagazione di singolarità . 


Teorema. Supponiamo che F oltre a soddisfare (A1) ed (A2) sia differenziabile 
rispetto a p. Sia u € SC(9) una soluzione di (4) e sia ro € L(u). Fissato 
Po € arg minpep+u(z0) F(To, u(o), p), se Po € 0D+u(r0) \D*u(xo) allora per ogni 
sottoinsieme aperto N' CC I esiste una funzione G : N' x Rx RN + R tale che 
(a) G(z,u(x),Du(x))=0 ae. in 
(6)  G è differenziabile rispetto a p e soddisfa l’ipotesi (A2) 


(c)  G(co,u(zo),po) = min G(z9,u(r0),p) 
pED+u(ro) 


(d) DpG(ro, uo), po) # 0. 


Caratteristiche generalizzate 


Vogliamo ora mostrare che le singolarità di una soluzione u di (4) si propagano se- 
condo un’opportune inclusione differenziale. Per questo, introduciamo la seguente 
definizione. 


Definizione. Diremo che un arco lipschitziano x : [0,0] + RÈ, è una caratte- 
ristica generalizzata dell’equazione (4) con punto iniziale o se x(0) = zo € 


x'(s) e co DpF(x(s), u(x(s)), D'u(x(5))) quasi ovunque in [0,0]. 


Per provare un risultato di propagazione di singolarità lungo le caratteristiche ge- 
neralizzate è naturale richiedere ulteriori proprietà di regolarità per F. Più preci- 
samente, assumeremo che: 
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(A3) per ogni 71,72 € Q, uu € R, pe RN 
|F(2, u2, p) — F(21, 1, p)| < Lo(lz2 — z| +|u2 — val), 
per una certa costante Lo > 0; 
(A4) — per ogni z1,72 € A, u, uz € R, p1, po € RN 
|\DpF(c1,1,p1) — DpF(2, 2, p2)| < Li(|c1 — 22] + lui — uo + [pi — pal) 
per una certa costante L) > 0. 


Vale il seguente risultato. 


Teorema. Sia u € SC(Q) un soluzione di (4). Supponiamo che valgano (A1), 
(A2), (A3), (A4) e sia zo € X(u) tale che 


0 co DpF(ro (ro), Dtu(zo)). (8) 


Allora esiste una caratteristica generalizzata x : [0,0] + Q dell’equazione (4) con 
punto iniziale xo tale che x(-) è iniettiva e x(s) € Z(u) per ogni s € [0,0]. 


L’Equazione iconale 


Studiamo ora le singolarità di una soluzione semiconcava dell'equazione iconale 
|Du(x)]? =1 quasi ovunque in RN\S 
(9) 
u(c) =0 in 0S, 


dove S C RY è un insieme chiuso e non vuoto. 


Osservazione. Si può mostrare che l’equazione (9) ammette un'unica soluzione 
di viscosità non-negativa. Tale soluzione è ds(x), cioè la funzione distanza da S. 


Vale il risultato seguente: 


Lemma. Sia u una funzione semiconcava in A. Allora, per ogni xo € I esiste 
o > 0 tale che il problema 


2'(s) € Dtu(x(s)) quasi ovunque în [0, 0] 
(10) 
(0) = zo 


ammette un’unica soluzione. 


Si può quindi ottenere il seguente risultato di propagazione lungo caratteristiche 
generalizzate dell’equazione iconale (si veda [AC4]). 


Teorema Sia u € SC(0) una soluzione dell’equazione (9) e sia ro € X(u). 
Allora, le seguenti affermazioni sono equivalenti: 


(i) 0éD+u(zo); 
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(ii) esiste una soluzione non costante x(.) di (10) tale che x(s) € Z(u), per ogni 
s € [0,0]. 


Osservazione. Aggiungendo nell’enunciato del precedente risultato l’ipotesi u > 
0, si ha che l'affermazione (i) ha un semplice significato geometrico. Infatti, 
poiché u = ds si può mostrare che 0 £ D*ds(xo) se ro #co S. 


Equazioni di evoluzione 


Consideriamo ora la propagazione di singolarità di soluzioni semiconcave di equazioni 
di Hamilton-Jacobi della forma 


u + H(t,2,u,Vu)=0 quasi ovunque in Jo, T[xU, (11) 


dove U C R" è un insieme aperto. Supponiamo che H :)0, T[xUxRxR"+R 
sia una funzione continua tale che 


(H1) p+ H(t,z,u,p) è differenziabile e strettamente convessa per ogni (t, 7, u) 
in ]0o,T[xUxR 


(H2) H e DpH sono localmente lipschitziani in ]0,T[xU x R x R”. 


Osservazione. L’ipotesi (H1) può essere indebolita. Un problema particolar- 
mente significativo (che motiva tale estensione) è il problema di Mayer (per il quale 
H risulta essere positivamente omogenea di grado 1). Si veda in proposito il lavoro 


[A2]. 
Si può mostrare che vale il seguente risultato (si veda [AC4]). 


Teorema. Sia u € SC(]0,T[xU) una soluzione di (11) e supponiamo che valga 
l’ipotesi (H1). Allora, per ogni (t,r) € Z(u), 


0D*u(t,a)\D"u(t,x) #0. 


Una immediata conseguenza del precedente risultato è che tutte le singolarità di 
u si propagano. Inoltre, si ha una naturale direzione di propagazione: le singo- 
larità si propagano “in avanti” nel tempo. 
AI fine di dare un enunciato preciso in questo senso introduciamo 
(t,.r +h)-—u(t,2)— (M.h) 


V+tult,c) := {n € R” : limsup > 


Da Ja] <o}, 


V*u(t,r)={peR": zi; +r, Vult,z) >p}. 
Osserviamo inoltre che, se u € SC(]0, T[xU) allora 


V+tu(t,r)=coV*u(t, 2). 
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Sia Il, : R"*! + R” la proiezione sulle variabili “spaziali”, cioé IIz(t,r) = x. 
Allora si ha che, per ogni u € SC(]0, T[xU), 


IrD*u(t,a)=V*u(t,2) V(t,2) €]0, T[xU. 
Siamo ora in grado di enunciare il principale risultato di questa sezione. 


Teorema. Sia u € SC(]0, T[xU) una soluzione di (11). Supponiamo che valgano 
le ipotesi (H1) ed (H2) e sia (to,c0) € L(u). Allora esiste una caratteristica 
generalizzata (t,x(t)) dell’equazione (11) con punto iniziale (to, to) definita in un 
intervallo opportuno [to, 0] C]0, T[. In altre parole, esiste una soluzione 


r'(t) € coDpH(t,z(t),u(x(t)), V+ult,x(t))) quasi ovunque in [to 0] 
x(0) = xo 


tale che (t,x(t)) € Z(u), per ogni t € [to, 0]. 


Un interessante problema da porsi è cercare di capire quando si ha propagazione 
per tutti i tempi maggiori di to. 
In [AC3] si mostra che assumendo u concava e considerando un'equazione della 
forma 
u + H(Vu)=0 


con H di classe C? strettamente convessa allora si ottiene che il “tempo d’esistenza” 
o è infinito. In generale non ci si può aspettare o = +co. In altre parole, come 
chiarito dal prossimo esempio, le singolarità possono sparire. 


Esempio. Consideriamo la funzione 
u(t,x)=-a2(t)lr]  (t,7)€R,xR 
dove a(t) = min{0,t—1}. Allora, u è una soluzione semiconcava dell’equazione 
u(t,2) + |uz(t,£)|? +2a(t)|2] — a'(t)=0 quasi ovunque in R.,xR 


ed u ha come insieme singolare il solo segmento Z(u) = {(0)0<t<i}: 
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